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EINLEITUNG

Die folgende Arbeit beschéftigt sich mit halbeinfachen Algebren, nach unserer Definition Alge-
bren bei denen es kein Element gibt das auf jeder irreduziblen Darstellung mit O wirkt. Diese
Klasse von Algebren hat eine besonders elegante Darstellungstheorie, da jede endlichdimensiona-
le Darstellung in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen zerféllt. Wir formulieren und
beweisen das Double Centralizer Theorems und die Schur-Weyl Dualitiit fiir gI(V'); als wichtigste
Hilfsmittel hierfiir dienen uns Schurs Lemma und der Dichtesatz.

Unsere Ausfithrungen orientieren sich an der Vorlesung ,,Introduction to representation theory*
(Etingof et al., [1]). Fiir einige grundlegende Definitionen und Ergebnisse verweise ich auf diese
Quelle.

Im Folgenden beschrinken wir uns auf Algebren iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper
K. Wir geben zunichst eine kurze Einfithrung in die Grundlagen der Darstellungstheorie, zusam-
men mit einer Auswahl an Beispielen. In Kapitel 1 fithren wir dann den Begriff einer halbeinfachen
Darstellung einer Algebra A ein, und erhalten als erstes Resultat, dass jede Unterdarstellung einer
halbeinfachen Darstellung wieder halbeinfach ist.

Damit kdnnen wir bereits zeigen, dass es fiir jede irreduzible Darstellung V' und jede lineare Ab-
bildung f : V' — V ein Element a € A gibt, sodass a auf V' mit der Abbildung f wirkt, und auf
jeder anderen, zu V' nichtisomorphen irreduziblen Darstellung mit 0.

Im néchsten Abschnitt definieren wir den Begriff einer halbeinfachen Algebra, und stellen fest
dass jede Algebra modulo dem Schnitt ihrer maximalen Ideale halbeinfach ist. Wir erhalten das
schone Ergebnis, dass jede halbeinfache Algebra A isomorph ist zu einer direkten Summe von
Matrixalgebren. Fiir eine Matrixalgebra der Dimension k? ist ein Vektorraum der GroBe k die ein-
zige irreduzible Darstellung, und wir beweisen, dass jede Darstellung von A isomorph ist zu einer
direkte Summe von solchen Vektorrdumen.

Wir wenden die Theorie dann an, um das Double Centralizer Theorem (Theorem 1.18) zu bewei-
sen:

Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum, dann betrachten wir eine halbeinfache Unteralgebra
A der Algebra der Endomorphismen von E. Das Theorem besagt dann, dass die Abbildungen aus
End F die mit allen Abbildungen von A kommutieren, ihrerseits eine halbeinfache Unteralgebra
von End F bilden, und dass der Zentralisator dieser Unteralgebra wieder A ist.

Im nédchsten Kapitel legen wir uns fest auf X' = C und wenden dieses Ergebnis an auf den Fall
E = V®" wobei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist. Durch Permutation der Eintriige
ist E eine Darstellung der Gruppenalgebra C[S,,| der symmetrischen Gruppe S,,. Wir setzen A
gleich dem Bild von C[S,,] in End E. Den Zentralisator von A bildet genau die Unteralgebra der
symmetrischen Funktionen, folglich ist diese eine halbeinfache Unteralgebra von End E. Mithilfe
zweier Hauptergebnisse aus der Theorie der symmetrischen Funktionen finden wir iiberdies eine

einfache Menge von Funktionen (das Bild von gl(V') in End E), die diese Unteralgebra erzeugen.
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0.1 VORBEMERKUNGEN

Wenn nicht anders angegeben, betrachten wir assoziative, unitire und endlichdimensionale Alge-

bren iiber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Korper K.
Definition 0.1 Sei A eine Algebra.
(i) Fiir einen K-Vektorraum V' sei Endx V' die Algebramit f - g = f o g fiir f,g € EndgV.

(i) Eine Darstellung von A ist ein K -Vektorraum V' zusammen mit einem Algebrenhomomor-
phismus
p:A— EndgV,

und V heif3t irreduzibel, wenn 0 und V' die einzigen Unterdarstellungen sind, also Untervek-

torrdume von V' die selbst Darstellungen von A sind.

(iii) Seien V7, V5 Darstellungen von A, dann ist ¢ € EndgV ein A-Homomorphismus (Homo-
morphismus von Darstellungen), wenn ¢(a.v1) = a.¢(v1) fir alle vy € V4.

Durch a.v = p(a)(v) wird V zu einem Links- A-Modul. Umgekehrt kann man jeden Links-A-
Modul M als Darstellung auffassen indem man a € A auf die K -lineare Abbildung (m — a.m)
schickt.
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Im Folgenden werden wir ohne weitere Warnungen die beiden Begriffe Darstellung und A-Modul
als synonym verwenden.
Ein Rechts-A-Modul ist dasselbe wie ein Links-Modul von A°P, und damit eine Darstellung der

opponierten Algebra.

Im Folgenden bezeichne

Mat,(K) fiir K’ Korper, die d x d - Matrizen
deN mit Eintrdgen aus K

Hom (V, W) Hompg (V, W)
fiir K Korper,
V, W Vektorraume

End V Hompg (V, V)

Homy (V4, V3) die A - Homomorphismen
fir A Algebra, von Vj nach V5
V1,V5 Darstellungen

EndsV; Hom 4 (V1, V1)

GL(V) fiir V' Vektorraum die Gruppe der bijektiven Abbildungen

von V nach V'

nV firn e N, @D,V

V' Vektorraum

Definition 0.2 Sei GG eine Gruppe, dann ist eine Darstellung von G iiber einem Korper K ein

K-Vektorraum V' zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus
pc:G— GL(V).

Eine Darstellung einer Gruppe G ist dasselbe wie eine Darstellung der Gruppenalgebra K [G]:

Es lésst sich iiberpriifen, dass die von p¢ induzierte Abbildung p : K[G] — End V' ein Algebren-
homomorphismus ist.

Haben wir umgekehrt eine Darstellung einer Gruppenalgebra K[G] mit Algebrenhomomorphis-
mus p : K[G] — EndgV, miissen fiir g € G die Abbildungen p(g) invertierbar sein, da

Id = p(e) = p(g) o p(g~1). Durch Einschrinkung der Abbildung auf i erhalten wir also eine
Abbildung pg : G — GL(V), die iberdies ein Gruppenhomomorphismus ist.

Wir geben nun einige Beispiele fiir Darstellungen, die uns im weiteren Verlauf hilfreich sein

werden.
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Beispiel 0.3 Sei A eine Algebra.

@

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Sei V eine Darstellung von A und W eine Unterdarstellung von V. Sei 7 : V. — V/W die
kanonische Projektion.

Dann ist auch V/W mit a.7(v) = 7(a.v) eine Darstellung von A:

die Abbildung ist wohldefiniert, da aus 7(v) = m(v') folgt, dass v' — v € W, also

a.(v/ —wv) € W. Damitist a.7(v) = 7(a.v) = w(a.v + a.(v/ —v)) = w(a.v') = a.7w (V).
AuBerdem gilt ab.7(v) = a.(b.7(v))

Es ist A zusammen mit der Linksmultiplikation eine Darstellung von A. Diese Darstellung
nennen wir die regulédre Darstellung.
Eine Unterdarstellung der reguldren Darstellung ist dasselbe wie ein Linksideal / von A, und

mit (i) ist auch A/I eine Darstellung von A.

Sei V' eine Darstellung von A mit Algebrenhomomorphismus p : A — End V/, dann ist
End V eine Darstellung von

e Amita.f = p(a)o ffira € A, f € EndV, denn
(ab).f = p(ab) o f = p(a) o p(b) o f = a.(b.f)

e A%’ mita.f = fop(a)fira € AP, f € End V, denn
(@-opb).f = fop(ba) = fop(b)opla)=a.(b.f)

Sei V eine Darstellung von A, dann ist V* = Homg (V, K) eine Darstellung von A° mit
(a.f)(v) = f(aw) firv € Vund a € A.
Diese Darstellung heifit auch die duale Darstellung von V.

Falls A = Mat,(K), dann ist
p: A — AP
X — X7
ein Isomorphismus von Algebren (da o(XY) = YT - XT = XT. VT = o(X) -op p(Y)).
Dies induziert V* als Darstellung von A mit (X.f)(v) = f(XTv).

Sei A = Mat,(K); dann liefert das Frobenius-Skalarprodukt fiir Matrizen einen Isomorphis-
mus zwischen der regulidren Darstellung A und ihrer dualen Darstellung A* (A operiert mit
(a.f)(b) = f(a’'b) wie oben): Die Abbildung

A — A
a > (b sp(a’h))

ist
o A-Modulhomomorphismus: a. = aa — (b sp(a’a’b)) = a.(b — sp(a’b))
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e bijektiv: Seien a;; respektive b;; die Eintrige der Matrizen a, b € A; dann ist sp(a’b) =
> 2_; @ijbij, und die Standardbasis { E;; } von Maty(K') wird abgebildet auf die duale
Basis {EZ;} von Maty(K)*.

(vi) Sei A die reguldre Darstellung von A. Dann ist
¢: EndyA — AP
fo— FQ)
ein Algebrenisomorphismus:

o Algebrenhomomorphismus: Zu zeigen ist, dass fir f,g € End4 A gilt
C(fog)=C(f)-opC(g) =C(g)-C(f),aberdag(l) € Aund f A-linear ist, gilt

C(g)-¢(f) =9g(1)- f(1) = f(g(1)-1) = (fog)(1) =C((fog)

und

CoC Na)=C(fa)=fa(l)=1-a=aVac A

Uberdies ist ("(a) = f, € Enda(A), die Zuordnung ist also wohldefiniert.



KAPITEL 1

HALBEINFACHE ALGEBREN

Fiir alles Weitere grundlegend ist folgende Version von Schurs Lemma:
Proposition 1.1 Sei A eine Algebra iiber einem Korper K.

(i) Seien V7, Vo Darstellungen von A. Sei
(Z) Vi — Vs

ein Homomorphismus von Darstellungen und nicht die Nullabbildung.
Wenn V; und V5 irreduzibel sind, ist ¢ bijektiv.

(i) Sei V eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung von A, und sei ¢ € End4V, dann
giltp = \-Idfiirein A € K.

Beweis. (i) Es sind ker(¢) und im(¢) Unterdarstellungen von V) respektive V5. Weil V; und V5
irreduzibel sind und ¢ nicht die Nullabbildung, muss gelten ker(¢) = 0 und im(¢) = V5.
Damit ist ¢ bijektiv.

(i) Da der Korper K algebraisch abgeschlossenen ist, finden wir eine Nullstelle A des charakte-
ristischen Polynoms x4 (X) = det(¢ — X Id). Dann ist die Abbildung ¢ — X Id ebenfalls ein
Endomorphismus von Darstellungen mit Determinante 0, also nicht bijektiv.

Mit Teil (i) muss dann die Abbildung gleich 0 sein, und ¢ = \ Id.
O

Definition 1.2 Sei A eine Algebra, und sei (V;);cr eine Familie von Darstellungen (also A-
Linksmoduln).
Dann ist die direkte Summe @, ; V; mit komponentenweiser Multiplikation ebenfalls eine Dar-

stellung, und wenn V; irreduzibel ist fiir alle 7, heif3t sie halbeinfach.

Lemma 1.3 Sei A eine Algebra, und V' eine d-dimensionale irreduzible Darstellung von A.
Dann ist End V' als Darstellung von A halbeinfach.



Beweis. Jede V-Basis {v1, ...v4} liefert einen Isomorphismus von Darstellungen

EndV — dV
f — (f(vl)v"'vf(vd))

und damit eine Zerlegung von End V als direkte Summe von irreduziblen Unterdarstellungen

@ < {f]}k|1 <k< d} >,

1<j<d

wobei f; 5, auf dem Basisvektor v; € {v1,...vq} definiert sei durch f; (v;) = 0;;vy. O

1.1 DICHTESATZ

Proposition 1.4 (Dichtesatz)

Sei A eine Algebra, und V71, ..., V,. paarweise nichtisomorphe, endlichdimensionale und irreduzi-
ble Darstellungen von A mit Algebrenhomomorphismen p; : A — End V; fiir 1 <34 <.
Betrachten wir A als die regulére Darstellung von A und die End V; als A-Linksmoduln, dann ist

EB pit A— @EndVi

1<i<r 1<i<r
ein surjektiver Homomorphismus von Darstellungen.

Beweis. Fiir alle 1 <17 < rist p;, Homomorphismus von Darstellungen, denn

a.pi(b) = pila) o pi(b) 2 pi(ab) = pi(a.b)

Dabei folgt (x), weil p; Algebrenhomomorphismus ist.
Damitistim(D, <;<, pi) eine Unterdarstellung von P, End V' und, falls diim V; = d;, mit Lemma
1.3 isomorph zu einer Unterdarstellung von &, d;V;.

Wir zeigen zunichst, dass jede Unterdarstellung einer halbeinfachen Darstellung wieder halb-
einfach ist.

Proposition 1.5 Seien A und V7, ..., V, wie oben, und W eine Unterdarstellung von

@ cVi=:V, ¢; €N

1<i<r

Dann ist W= @ kiVi

1<i<r

als Darstellung von A fiir bestimmte k; < ¢;, und W ist das Bild einer direkten Summe von
Abbildungen



@X,»: @kV—> @cm

1<i<r 1<i<r 1<i<r
wobei
Xi: kVi — oV
(v1,..,08)  — (v1,..0,05) X

entspricht der Multiplikation mit einer k; X c;-Matrix X; mit linear unabhéngigen Zeilen.

Beweis von Proposition 1.5. Wir fiihren eine Induktion iiber ¢ := >, ¢;.
Sei ¢ = 1 = ¢; fiir ein j, dann gilt V' = V}, also ist V' irreduzibel und W € {0, V'}. Damit ist
entweder X; = 0 fiir alle ¢ oder X; = 0 fiir¢ # j und X; = 1.
Fiir den Induktionsschritt sei nun W = 0, dann hat W eine irreduzible Unterdarstellung P # 0:
Falls dim W = n, dann ist entweder W irreduzibel, oder W hat eine echte Unterdarstellung
W1 # 0,dim W < n — 1. Iteriere mit W7; nach spitestens (n — 1) — Schritten haben wir eine
irreduzible Unterdarstellung gefunden, da jede Darstellung der Dimension 1 irreduzibel ist.
Insbesondere ist P ein Unterraum von V.
Firl <i<r,l<d; sei
il @ Vi — Vi
1<i<r
die Projektion von V" auf die [-te Kopie von V;. Diese Abbildungen sind A-Homomorphismen.
Dann sind die Abbildungen
mlp: P —V;

A-Homomorphismen von irreduziblen Darstellungen, also laut Schurs Lemma bijektiv oder 0.
Da P # 0 und die V; paarweise nichtisomorph sind, gibt es genau ein 1 < j < r sodass 7/*|p
bijektiv ist fiir mindestens ein £ < ¢; und 7Ti’l| p=0firallei # j,l < ;.

Fixiere das k, dann ist fiir | < ¢; die Abbildung

| po (rk|p) TtV — V;

ein A-linearer Endomorphismus einer irreduziblen, endlichdimensionalen Darstellung iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper. Die Abbildung entspricht also laut Proposition 1.1 (ii) der
Multiplikation mit einem Skalar \; € K. Hierbei ist A\, = 1.
Insgesamt erhalten wir dass sich P als Unterdarstellung von c;V; auffassen lédsst, und sich als
solche schreiben lésst als

{(w, ..., Ae;v)|v € Vit

Jede invertierbare Matrix Y; € Mat,, (K) liefert einen A-Modulautomorphismus ¥ (Y;) auf P, ¢;V,
wobei die Funktion W(Y;) auf ¢;V;, i # j mit der Identitit wirke, und auf ¢;V; mit

(V1,0 00,0¢) = (V1,005 0¢,) Y



Wiihle Y; € Mat,, (K) sodass (A1...A)Y; = (10...0).
Dann ist W(Y})(P) gleich der ersten Kopie von Vj, und W(Y;)(W) ist die direkte Summe von
Darstellungen
VY)W = @)W e P ()W),

v milAd;l
J

— W
wobei W' € ;Vi@---@(¢; —1)V;&- - - & ¢, V;. Laut Induktionsannahme ist W’ damit isomorph
zu EB@ I%Z-VZ- fiir bestimmte l%i < ¢, /%j < c¢j — 1, und es gibt l%z- X ¢; - Matrizen )~(i sodass

W= @ Xi(k:Vi)

1<i<r

Fiir k; = 7;:1-, i # jund k; = l;:j + 1 ergeben sich die Matrizen X; damit

W = @ Xi(k;V;) C GB ¢iVi,

1<i<r 1<i<r

. 0
0 X; = X; fiiri # jund X; = vt
Seien

die Bilder der Projektionen auf c;V;, dann gilt insbesondere
[
W= @ X = @ @) - Hw
1<i<r 1<i<r I=1 i=1

Jeder Unterraum der direkten Summe @Z ¢; V; ist also gleich der direkten Summe der Bilder der

Projektionen auf die Unterrdume c;V;. ]

Fiir den Beweis des Dichtesatzes erinnern wir uns, dass p;(A) isomorph ist zu einer Unterdar-

stellung von d;V;; dann ist mit der letzten Bemerkung

(D r)A) = B ri(4)

1<i<r 1<i<r

Der Dichtesatz ist also bewiesen, wenn wir zeigen konnen dass

pi: A —s EndV;



surjektiv ist. Diese Aussage folgt aus

Lemma 1.6 Sei A eine Algebra, und V' eine beliebige endlichdimensionale irreduzible Darstellung
von A mit Basis (v1,...v4). Sei f € End V, dann gibt es ein a € A sodass f(v;) = a.v; fiir
1< <d.

Beweis. Existiere ein solches a nicht.
Dann ist das Bild des Homomorphismus von Darstellungen

p: A — dV
a > (awvg,...,a.v9)

eine echte Unterdarstellung von dV, es gibt also mit Proposition 1.5 ein £ < d und eine
k x d-Matrix X sodass

X Ko im(e)
(wi,...,wg) +— (wy...wp)X

Da (v1,...,vq) = ¢(1), also im Bild liegt, gibtes (u, ..., ur) € kV sodass (u1,...,ux)X =
(V1. .., 0q).
Weil k < d, gibt es einen Vektor 0 # (g1, .. ., qq) sodass X (q1,...,q4)" = 0.
Dann gilt

d
Zqz‘/; - (Ul,. ~7Uk)X((J1’- "aqd)T = 0)
i=1
was ein Widerspruch ist zur linearen Unabhéngigkeit der v;. O

O

Lemma 1.7 Seien V, A und ¢ wie in Lemma 1.6, dann ist der Kern der Abbildung ¢ ein maximales
Ideal von A.

Beweis. Seia € A,b € ker(¢), dann ist sowohl ab als auch ba in ker(¢) enthalten, ker(¢) ist also
ein (beidseitiges) Ideal, und maximal:
Sei sonst ker(¢) C M C A ein Ideal von A, also eine Unterdarstellung von A. Dann ist ¢(M)

eine Unterdarstellung von dV/, und nichttrivial:

o (M) #0,da M ¢ ker(¢)

o ¢(M) # dV, denn falls die Abbildung ¢|s : M — dV surjektiv ist, gilt M /ker(¢) = dV,
dies ist aber isomorph zu A/ker(¢), ein Widerspruch zu M C A.

Also gibt es ein 0 # k < d und eine k x d — Matrix X sodass ¢(M) = X (kV).
Sei @ die nichtleere Menge {(ql, . ,qd)|f((q1, gt = O}. Fiir alle m € M gilt: es gibt ein

Element (wy,...,wy) € kV sodass

(m.og,...,mug) = (wi,. .. ,wk)f(.



Dann gilt fiir alle (g1, ...,qq4) € Q:

m.(qwl 4+ ... —I—qdvd) = (m.vl, - ,m.vd)(ql, - ,qd>T = (wl, - ,wk)X(ql, .. .,qd)T = 0.

Fiir alle ¢ € Q gilt damit M.((vy,...,vq4)¢") = Ound es ist V := {v € V|M.v = 0} eine
nichtleere Unterdarstellung (im Widerspruch zur Irreduzibilitit):
Fallsa € A,v € V gilt M.(a.v) = Ma .o = 0. O
—~
M

1.2 DARSTELLUNGEN HALBEINFACHER ALGEBREN

Definition 1.8 Das Radikal Rad A einer endlichdimensionalen Algebra A ist die Menge aller Ele-
mente a € A sodass gilt:

Falls V eine irreduzible Darstellung von A ist, folgt a.V = 0.

Bemerkung 1.9 Dies ist dquivalent zu der iiblichen Definition

Rad A = ﬂ M

M<A
M maximales Ideal

e Fiir jedes maximale Ideal M < A ist A/M eine Darstellung.
Da M ein maximales Ideal ist enthélt es alle Nullteiler, und ist damit der Annihilator dieser
Darstellung. Es ist A/M irreduzibel, denn eine nichttriviale Unterdarstellung L von A/M
ist ein Ideal in A/M. Es gilt aber

{Ideale in A/M} & {Ideale in A, die Mumfassen} ,

damit gibt es ein Ideal M C I C A sodass L = A/I, und M ist nicht maximal.

e Aus Lemma 1.7 folgt, dass der Annihilator jeder irreduziblen Darstellung von A ein maxi-

males Ideal von A ist.

Ist ein Element a € A also in allen maximalen Idealen enthalten, muss es auf jeder irreduziblen
Darstellung von A mit 0 operieren, und ein Element das auf jeder irreduziblen Darstellung mit O

operiert muss in jedem maximalen Ideal enhalten sein.
Satz 1.10 Sei A eine endlichdimensionale Algebra.

(1) Es hat A bis auf Isomorphismus nur endlich viele irreduzible Darstellungen, und diese sind

endlichdimensional.
(i) Seien V7,...,V, alle irreduziblen paarweise nichtisomorphen Darstellungen von A. Dann
gilt
Az (P EndV,
1<i<r



(iii)

genau dann, wenn A halbeinfach ist.

Insbesondere ist dann

dim (A) = ) (dim (V;))® (1.1)
1<i<lr
Sei
A= P EndV;,
1<i<r
fiir endlichdimensionale Vektorrdume V71, ..., V,, dannist A halbeinfach und V7, ..., V, sind

alle irreduziblen paarweise nichtisomorphen Darstellungen von A.

Beweis. (1) Zunichst ist fiir jede irreduzible Darstellung V' von A und fiir jedes 0 # v € V die

(ii)

(iii)

Darstellung Av C V eine endlichdimensionale Unterdarstellung von V' (weil A endlichdi-
mensional), also entweder 0 oder V. Da A unitir ist, gilt Av #£ 0, also folgt V = Aw, und
damit ist V' endlichdimensional.

Seien nun V7, ..., V, paarweise nichtisomorphe irreduzible Darstellungen.

Aus dem Dichtesatz folgt, dass der Homomorphismus

P pi:A— P EndV, (1.2)

1<i<r 1<i<r

surjektiv ist. Also gilt, weil die Darstellungen V; mindestens eindimensional sind

r< > dim(EndV;) < dim (A).
1<i<r
Es hat also A nur endlich viele nichtisomorphe irreduzible Darstellungen (hochstens
dim (A) — viele).

Wenn Vi, ..., V, alle irreduziblen paarweise nichtisomorphen Darstellungen von A sind, ist
der Kern der Abbildung (1.2) per Definition genau Rad A. In diesem Fall gilt Isomorphie
also genau dann, wenn Rad A = 0 < A halbeinfach.

Mit der Wahl einer Basis fiir jedes V; ist A insbesondere isomorph zu der direkten Summe
von Matrixalgebren P, ;. Matgim (1;) (). Die Aussage folgt damit aus Theorem 1.12.
O

Beispiel 1.11 (i) Fiir K beliebig betrachte die Gruppenalgebra K [Ss]| der symmetrischen Grup-

pe So = {id, (12)}. Wir untersuchen anhand von zwei Beispielen, wann diese Algebra
halbeinfach ist:
Es ist K[S>] zweidimensional. Wenn K [Ss] halbeinfach ist folgt (mit Gleichung (1.1) und

12 + 12 als der einzigen Moglichkeit, 2 als Summe von Quadratzahlen zu schreiben): es gibt



einen Algebrenisomorphismus
0:K[S)) — Ko K.
Fiir # muss gelten:
6((12)) - 0((12)) = 6((12) - (12)) = 6(id) = (1, 1), (1.3)

da Algebrenhomomorphismen stets unital sind.

Sei nun

e K = C, dann konnen wir wihlen 6((12)) := (1, —1), und die C-Basis {id, (12)} von
C[S2] wird abgebildet auf die C-Basis {(1,1), (1,—1)} von C & C.
Die irreduziblen Darstellungen ergeben sich zu
- Uy =< ug >, (12).up = uyg, die triviale Darstellung
- Uy =< w3 >, (12).u1 = —uy, die alternierende Darstellung

wobei Uy, Uy jeweils Vektorrdume iiber C sind. Wegen Satz 1.10 (iii) sind das alle
irreduziblen Darstellungen von C|[Ss], und C[S3] ist halbeinfach.

e Sei K ein Korper der Charakteristik 2:
Sei 0((12)) = (A1, \2) € K @ K, dann folgt (mit Gleichung 1.3) \? = \3 = 1; da fiir
das Polynom X? — 1 aber gilt: (X —1)? = X2 —2X —1 = X2 — 1 ist 1 seine einzige
Nullstelle, also folgt 6((12)) = 6(id) = (1,1), und @ ist nicht bijektiv.
In diesem Fall kann K'[Ss] also nicht halbeinfach sein.

Diese Tatsache werden wir in Punkt 1.14 (Satz von Maschke) und 1.15 verallgemeinern.

(ii) Die zweidimensionale Algebra A := C [X] /(X?) ist nicht halbeinfach:
Sei V eine Darstellung von A und 0 # v € V, dann gilt

X.(Xw)=X?v=00v=0,

damit ist entweder X.v = 0 und v erzeugt eine eindimensionale Unterdarstellung, oder
X.v # 0und X.v erzeugt eine eindimensionale Unterdarstellung.

Damit ist jede irreduzible Darstellung von A eindimensional (und die Umkehrung gilt natiir-
lich auch). Sei V' =< v > also eine beliebige irreduzible Darstellung; dann muss X.v = \v
fiir ein A € K gelten, aber X2.v = A\2v = 0, also A = 0 und X € Rad(A).

Wir zeigen die fiir den Beweis von Satz 1.10 noch fehlende Aussage:

Theorem 1.12 Sei
A= P Mat,(K)

1<i<r



eine direkte Summe von Matrixalgebren. Dann sind die natiirlichen A-Moduln V; = K%, ... |V, =
K9 paarweise nichtisomorphe Reprisentanten aller Isomorphieklassen von irreduziblen Darstel-
lungen von A, und jede endlichdimensionale Darstellung von A ist eine direkte Summe von Ko-

pienvon Vp,..., V..

Beweis. Zunichst sind die angegebenen Darstellungen irreduzibel, da es fiir jedes 0 # v € V;,
w € V;eina € A gibt sodass a.v = w, und paarweise nichtisomorph als Darstellungen von A
(wenn auch nicht notwendig als Vektorrdume).

Sei nun X eine n-dimensionale Darstellung von A, dann ist X* ebenfalls eine n-dimensionale
Darstellung von A mit (a.f)(z) = f(a.z). Sei {y1,...yn} eine Basis von X*, dann ist die
Abbildung

£ ndA — X*
(a1,...an) +— a1y1+ ...+ apyn

surjektiv, da jede Linearkombination der y; in Im(&) enthalten ist.
Es ist (nA)* mit (a.f)(a1,...,a,) = f(a’ay,...,a’ay) eine Darstellung von A; damit ist die
duale Abbildung
& X — (nA)*
xr —

(a1, an) = (&(a, .., an))(@))

o injektiv weil £ surjektiv und damit

§(x) =& (y) & V(ar,...,an) 1 §lar,...,an)(x) = &(ar,...,an)(y) S 2=y
und

e Homomorphismus von Darstellungen: *(a.x)(ay, ..., ay) = &(a1, ..., ay)(a.x)
=yi(alax)+ ... +yn(ala.x)

=¢(alay,...,a"a,)(x) = (a.6%)(2)(ay,. .., an)

Damitist X = Im(¢*) eine Unterdarstellung von (nA)*. Laut Beispiel 0.3 (v) ist aber A* isomorph

zu A als Darstellung von A, also ist auch (nA)* isomorph zu nA und damit zu

n @ Matg, (K) =n @ d; K% = @ nd;V;.

1<i<r 1<i<r 1<i<r

Insgesamt ist X also isomorph zu einer Unterdarstellung von €, nd;V;. Mit Proposition 1.5 folgt
dass X isomorph ist zu einer direkten Summe von Kopien von Vi, ..., V. Uberdies ist X irredu-
zibel genau dann wenn X = V; fiir ein <.

O

Damit kénnen wir zeigen:
Proposition 1.13 Fiir eine endlichdimensionale Algebra A sind dquivalent:

(i) A ist halbeinfach



(i) A= @19§k Maty, (K) fiir bestimmte k, dy, . .., d,
(iii) Jede endlichdimensionale Darstellung von A ist halbeinfach.

Beweis. Mit Satz 1.10 (i) diirfen wir fiir ein r fordern: seien V7, ..., V. alle endlichdimensionalen,
paarweise nichtisomorphen Darstellungen von A.

(i) & (i1) und (ii) = (iii) folgen aus Satz 1.10.

(iii) = (ii): Die reguldre Darstellung A von A ist endlichdimensional, also isomorph zu @1 <i<r kiVi
fur bestimmte k1, ..., k.. Dann ist die Algebra End4(A) isomorph zu End4 (D, ;. k:ZVz_)_

Mit Schurs Lemma gilt aber a

Enda( @ k:Vi) = @D Enda(k:Vi) = €D k] Enda(Vi) = €D May, (K)

End
1<i<r 1<i<r 1<i<r " 1<i<k

Andererseits ist laut Beispiel 0.3 (vi) aber End 4 (A) isomorph zu A°P, was isomorph ist zu A.
Damit folgt die Aussage. O

Wir beweisen nun ein grundlegendes Ergebnis der Darstellungstheorie von endlichen Gruppen.

Satz 1.14 (Satz von Maschke) Sei G eine endliche Gruppe und K ein Korper sodass
char(K) 1 |G]|.
Dann ist die Gruppenalgebra K [G] halbeinfach.

Beweis. Mit Proposition 1.13 (iii) = (i) reicht es zu zeigen: falls V' eine endlichdimensionale
Darstellung von K[G] istund W C V eine Unterdarstellung, dann gibt es eine Teilmenge W’ von
V sodass V' = W @ W als Darstellungen von K |[G].
Wihle dazu W sodass V = W @ W als Vektorridume. Sei P die Projektion auf W (also P|y = 1d,
Plys = 0).
Sei )

P = @ > p(9)Pp(g™)

geG

Dann ist Py = 1Id, da firw € Wund g € G

p(9) P p(g~ ") (w) = p(gg™")(w) = w,
———
cWw

=p(g~H(w))

also )
Pw) = — (|G| w) = w.
|G|
Damit ist P(V) C W, da P(p(g~'(v)) € W fiir alle v € V und W invariant ist unter p(g); also
gilt P?2 = P.
AuBerdem gilt W Nker(P) = 0.

Definiere W’ = ker(P); dann gibt es fiir jedes v € V eindeutige w € W,w' € W' sodass
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v=w+w"
v=P(v) + (v - P(v))
—~— ——
ew ckerP=W"
Also gilt V = W @ W' als Vektorriume, und iiberdies auch als Darstellungen, da W’ invariant ist
unter den Operationen von G:
Fiir h € G und v’ € W’ gilt

Po(hyw’ = =" p(g)Pply ' = —= 3" p(h) Pp(l~ )’ = p(h)Pu’ =0,
|G‘ geG |G’ leG
alsoist p(h)(w') € ker(P) = W'. O

Proposition 1.15 Es gilt auch die Umkehrung von Satz 1.14: Sei GG eine endliche Gruppe und
K[G] halbeinfach, dann teilt char(K') nicht die Gruppenordnung.

Beweis. Sei K |G| halbeinfach, und Vi, ..., V; alle irreduziblen paarweise nichtisomorphen Dar-
stellungen von K[G].

Wenn d; = dim V;, liefert die Wahl einer Basis fiir jedes V; den Homomorphismus von Darstel-
lungen ¢; : K[G] — d;V;, wobei ¢;(a) = (a.v1, ..., a.vg,).

Weil gilt: K[G] = @, EndV,, ist @, ¢; : K[G]= @, d;V; ein Isomorphismus von Darstellungen
von K[G].

Die triviale (eindimensionale) Darstellung K von K[G] ist irreduzibel, wir konnen also V; = K
setzen und erhalten K[G] = K @ @, d;V; als Darstellungen von K[G].

Mit Schurs Lemma ist Hom g (g (K[G], K) = Homg g (K @ D, d;Vi, K) = K, bis auf Ska-
lierung gibt es also nur eine K [G]-lineare Abbildung 1 : K[G] — K. Fiir n muss gelten:

n(g) = n(g.e) = g.n(e) = n(e) fiir alle g € G, e die Einheit in G. Wir legen fest n(e) = 1.

Es ist

[G]

A K — K
1 — deGg

ein Homomorphismus von Darstellungen von K [G], da

AGL=A1) =) g=) g9=3.A1),

geG geG

und A ist nicht die Nullabbildung.
Mit dem Isomorphismus €, ¢; induziert A einen Homomorphismus von Darstellungen

(@¢i)oA:K—>K€B@diW;

dieser muss mit Schurs Lemma der Form ¢ — (A - ¢, 0, ..., 0) fiir ein A # 0 sein. Sei
™ K & @, d;V; — K die (K[G]-lineare) Projektion auf den ersten Summanden K. Dann ist
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A~1x! die Linksinverse der Abbildung (€D, ¢;) o A. Wir erhalten A\~'7! o (€D, ¢;) als K[G]-
lineare Abbildung K [G] — K, die zu A linksinvers sein muss.

Damit muss es also ein 1 € K geben sodass (un)oA = Idg, aber noA(1) = >° o n(g) = |G| =
0, falls char(K) die Gruppenordnung |G| teilt — in diesem Fall kann es also keine linksinverse
Abbildung geben. O

Definition und Bemerkung 1.16 Seien A, B Algebren, dann ist A ® B die Algebra mit der Mul-
tiplikation

(a1 ®b1) - (a2 ® ba) = (araz ® biba).
Sei V eine endlichdimensionale, irreduzible Darstellung von A und W eine endlichdimensionale,
irreduzible Darstellung von B, dann ist V' ® W auf natiirliche Weise eine Darstellung von A ® B.
Diese Darstellung ist irreduzibel:
Laut dem Dichtesatz sind die Abbildungen A — End V' und B — End W surjektiv. Dann ist auch

die Abbildung
A® B —EndV @ End W = End (V@ W)

surjektiv, es kann also keine echte Unterdarstellung geben.

Beispiel 1.17 (i) Sei A eine Algebra, und V eine endlichdimensionale Darstellung von A. Fiir
k € Nist kV eine Darstellung von
o A
° Matk(K) mit X.(Ul, ey Uk) = X(U1, e ,vk)T

e Mat,(K) ® Amit (X ® a).(v1,...,v;) = X(a.vy,...,a.v;), denn
((X®a) (Y®b)).(v1,...,0) = (XY®ab).(v1,...,v) = XY (abwy,. .., abuy)T =
(X ®a).(Y®@b).(v1,...,0k)).

Damit ist die Abbildung

KFQV — KV
A, s M) ®@v — (A1v,.., Ag0)

ein Isomorphismus von Darstellungen von

o A fallsa.(A1,..., ) ®v) = (A1,..., ) ®a.v)
e Maty(K), falls X.((A\1,..., \) @v) = (X (M1, ..., \)T ®v), und von
e Maty(K) ® A, falls X @ a.((A1,..., \) @0) = (X(A1,..., )T ®@aw).
(ii) Sei A eine halbeinfache Algebra, und Vi, ..., V, alle irreduziblen, paarweise nichtisomor-
phen Darstellungen von A. Sei V eine endlichdimensionale Darstellung von A , dann ist V'
isomorph zu @l k;V; fiir bestimmte k;. Damit ist V' eine Darstellung von @l Maty, ; fiir je-

des i ist k; V; (mit Teil (i) eine Darstellung von Maty, (K) ® A, damit ist €, k;V; dazu noch
eine Darstellung von 0, Maty,, (K) ® A.
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Mit Schurs Lemma gilt aber Hom4 (V;, @, k;V;) = Homa (V;, k;V;) = K¥i, also ist insge-
samt
VP K" eV = @ Homa(V;,V)® V;
i i

als Darstellungen von A, von €, Mat;,, und von P, Mat;, (K) ® A.

Wir kommen nun zum ersten Hauptergebnis.

1.3 DOUBLE CENTRALIZER THEOREM

Theorem 1.18 (Double Centralizer Theorem) Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum, und
A und B Unteralgebren von End E sodass A halbeinfach ist, und B = End4 E.
Dann gilt:

(i) A=EndgFE
(i1) B ist halbeinfach

(iii) Seien V7, ..., V, alle irreduziblen Darstellungen von A. Dann ist FE als Darstellung von

A ® B isomorph zu der direkten Summe

P wiwv,

1<i<r

wobei W1, ..., W, die irreduziblen Darstellungen von B sind.
Insbesondere gibt es eine natiirliche Bijektion zwischen den irreduziblen Darstellungen von

A und denen von B.

Beweis. Mit dem obigen Beispiel ist £ isomorph zu @15@9« W; ® V; als Darstellung von A,
wobei W; := Homyu (V;, E).

Dann ist

B =EndsE = End(@ Wi ® Vi) = @ P Homa(W; @ V;, W, @ V;) =
i i

€D €P Hom(Wi, ;) ® Homa(Vi, V;) *2" @) End(W;) ® K = D End(W).

i i i
Es gilt W; = Homy(V;, E) 2 K¥i fiir ein k;. Damit ist B = @, Maty, (K ), also halbeinfach,

und mit Theorem 1.12 sind die W; = K% alle irreduziblen, paarweise nichtisomorphen Darstel-

lungen von B =- (ii).

Betrachte die W; ® V; nun als B-Moduln mit der Aktion f.(w; ® v;) = f(w;) ® v;; dann ist End F
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isomorph zu @; W; @ V; als Darstellung von B, und mit derselben Uberlegung wie oben ergibt
sich
EndpE = HEndV; = A = ().
i
Mit Beispiel 1.17 (ii) ist E eine Darstellung von A ® B, und als solche isomorph zu @@, W; ® V;.
Damit ergibt sich (iii). O]

Beispiel 1.19 Sei V = C2, E = V ® V die Darstellung von C[S5] mit
(12).(1}1 X ’1}2) = V9 & V1.
Sei {e1, e2} die Basis von C2 mit e; = (1,0),e3 = (0,1), dann hat V ® V die Basis

e1 e, ea e, e1@ex+e2®@er,e1 Ve —ea®ep o,
—— ——
bl b2 b3 b4

wobei (12).b; = b;, i = 1,2,3 und (12).bg = —bs.

Mit der Notation aus Beispiel 1.11 ist E als Darstellung von C[Ss] also isomorph zu 3Uy & Uj.
Dann ist Endg(g,(V ®@ V') = Mat3(C) © C = Wy @ W1, wobei Wy = Endc(< b1, ba, b3 >) und
W1 = Endc(< by >).

Explizit ergibt sich, wenn wir als Basis von End C? die Menge {f; ;| 4,7 € {1,2}}, wobei f;
definiert sei durch f; j(ex) = 9; e;:

Endc(< b1,b2,b3 >) =< f1,1 ® f1,1, f22 ® f2,2, f12 ® f1,2, fo1 @ fo,1,
f11® fig+ fi2® fi1, f11® fo1 + fo1 @ fi1,
f22® fi2+ fi2® fa2, f22® fo1+ fo1® fop,

f11® fop+ for® fi1+ f12® fo1 + f21® fi2 >

und

Endc(< by >) =< f11® foo + fo2 ® fi1 — fi2 ® fo1 — fou1 @ fi2 >

Als Darstellung von Endcs,) £ zerfdllt E in

<er®ep,ea®er,e1®ext+ea®@e; >D<ep®ey —ea®e; >
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KAPITEL 2

SCHUR-WEYL DUALITAT FUR gl(V)

Wir geben nun eine Verallgemeinerung des letzten Beispiels; dafiir bendtigen wir einige Defini-

tionen und Zwischenergebnisse.

2.1 DARSTELLUNGEN VON LIE-ALGEBREN

Definition 2.1 (i) Fiir einen Vektorraum V' sei (gl(V'), [, ]) die Lie-Algebra mit gl(V') := EndV
und [, 9] := @ — Yo fiir , 9 € gl(V).

(i) Sei (g, [, ]) eine Lie-Algebra, dann ist eine Darstellung von g ein Vektorraum V' zusammen
mit einem Homomorphismus von Lie-Algebren py : g — gl(V'), das heifit, eine K-lineare
Abbildung die py ([a, b]) = [pv(a), pv(b)] erfiillt.

(iii) Sei (g, [, ]) eine Lie-Algebra, und seien V, W Darstellungen von g. Dann ist V @ W die
Darstellung von g mit pygw () = py(X) ® Id + Id ® py (z) fir x € g.
Dass pygw tatsidchlich ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist, folgt durch Ausmulti-

plizieren.

Definition 2.2 (i) Fiir eine Algebra A und a € A sei
Apla) =a®1® - ®1+1Rae01®- @1+1® - ®1l®ac A"

(ii) Sei V ein Vektorraum, dann ist V' eine Darstellung von gl(V') und mit iterativem Anwenden
von Definition 2.1 (iii) ist auch V®" eine Darstellung, mit pyon (2) = A, (z) € (End V)®"

Bemerkung 2.3 Etwas konzeptioneller kann man statt g auch die universell einhiillende Algebra
#l(g) betrachten, denn Darstellungen von g sind dasselbe wie Darstellungen von $(g) (siche z.B.
Etingof, Abschnitte 1.9 und 1.11). Es ist aber $i(g) eine Hopfalgebra mit Komultiplikation A =
As. Diese induziert dann in End V®" genau die Abbildungen A,,.

Fiir Details siehe zum Beispiel Kassel [2].
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2.2 SYMMETRISCHE TENSOREN

Definition 2.4 Sei S,, die symmetrische Gruppe der bijektiven Abbildungen {1,...,n} — {1,...,n}

mit o o 7 als Gruppenverkniipfung sei definiert als 7 o o als Verkniipfung von Funktionen.
Definition 2.5 Sei U ein Vektorraum iiber einem Korper K.

(i) Der Vektorraum U®" ist eine Darstellung der symmetrischen Gruppe S,, mit
O'.(Ul & ®un) = Ug(1) Q- ®UU(TL)

Damit ist U®"™ auch eine Darstellung der Gruppenalgebra K [S,,]. Der Einfachheit halber be-

zeichnen wir mit o auch das Bild von o in End U®", also 0.(v1 ®. . .Quv,,) = 0(v1®. . .Quvy,).

Sei (U®™) der Unterraum der S,-invarianten Elemente {T" € U®"| T = 0.T Vo € S,,}.

(i) Sei
S"U=U%") <{T —0.Tloc €S, TecU"} >

die n-te symmetrische Potenz von U. Sei 7 : U®"™ — S™U die K-lineare kanonische Pro-

jektion. Wir definieren

o U Uy =T (Ul @ R Up),
° ui\luﬁ;ﬂ =T(U® ... QUIR ... QUp ® ... @Upy) fir A+ ...+ Ay =n
—_———— —_———
A1 —mal Am —mal
Falls {uy, ..., uq} eine Basis von U, ist eine Basis von S™U gegeben durch

{u)‘l- .-u?‘mllgmgn,lgil<-~<im§d,1§)\i, Zi)‘i:”}-

i1 o im

Lemma 2.6 Sei U ein Vektorraum iiber einem Korper der Charakteristik 0. Dann ist S™U iso-
morph zu (U®")5n,

Beweis. Betrachte die Abbildung

¢: U®n — (U®n)Sn
T +— %ZaeSnU-T

Hierbei geht ein, dass wir einen Korper der Charakteristik Null haben.
Zu zeigen ist, dass ker(¢p) =< {T' — 0.T|oc € S, T € U®"} >.
2 :_) 77:

_ 1 1 N 1 1
qﬁ(T—o—.T):mZo—.T—m J.(U.T):EZU.T—EZJ.T:O

o€Sn T oESy o€Sn T oES,
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7 C7”:SeiT so, dass % ZOGS“ o.T = 0; dann ist %T = —% Zo;ﬁid o.T. Damit gilt

nl—1 1 1 1
T=—T-— Y 0T = Z(ET) —o(T),
o#id o#id

also wird T' € ker(¢) von Elementen der Form T — o.T erzeugt.

2.3 SYMMETRISCHE POLYNOME

Wir formulieren nun den Hauptsatz der symmetrischen Polynome und die Newton-Girard Identi-
tét.

Definition 2.7 Sei X = (Xi,...,X,,) ein Vektor von Variablen, und R ein unitirer Ring (bzw.
Korper).

(i) Ein Polynom f(Xy,...,X,) € R[X1,...,X,] heiBt symmetrisch, wenn fiir alle 0 € S,
gilt:

FX1ye o, X0) = F(Xoq1)s s Xom)-

(ii) Fir 1 < k < nseiex(X) € R[X] das k-te elementarsymmetrische Polynom,

(X)) = > XX,

1<j1<...<jr<n
und ep(X) := 1.

(iii) Fiir ¢ € N sei
RX]>pi(X)= > X!

1<j<n

die 7-te Potenzsumme.

Beispiel 2.8 Fiir n = 3 ergeben sich die elementarsymmetrischen Polynome zu
eg=1

e1 =X +Xo+ X3

ex = X1Xo + Xo X3+ X1X3

e3 = X1 X2X3,

und es lautet die i-te Potenzsumme p; = X + X& + X2,

Satz 2.9 (Hauptsatz der symmetrischen Polynome) Sei R ein kommutativer, unitdrer Ring, und
f(X1,...,Xn) € R[X1,...,X,] symmetrisch, dann lésst sich f in den elementarsymmetrischen
Polynomen ey (X), ..., e, (X) € R[X] darstellen, das heifit, es gibt g(to, . .., tn) € R[to,. .., tn)
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sodass

(X1, .., Xn) = g(eo(X), ..., en(X)).
Zum Beweis siche z.B. Lang [3], Theorem 6.1, Seite 191 f.

Satz 2.10 Sei R ein kommutativer, unitérer Ring, und f(X1,...,X,) € R[Xy,...,X,] symme-
trisch, dann gibt es ein Polynom g € Q[to, .. ., t,,] sodass

f(Xh s 7X7’l) = g(pO(X)7 S 7pn(X))'

Uber den rationalen Zahlen lisst sich f also in den Potenzsummen py, . . . , p,, darstellen.
Beweis. Zum Beweis benotigen wir

Lemma 2.11 (Newton-Girard-Identit:it) Uber einem beliebigen Korper K und fiir 1 < k < n
gilt

k
ke, = (1) er_ipi @.1)
i=1
Beweis. Wir betrachten das Polynom
n n ) )
he=][V - X)) =) (-1)"Ten ;Y7 € K(Xy,..., K,)[Y].
i=1 j=0

Sei L := K(Xi,...,Xy), und sei M € Mat, (L) eine Matrix mit charakteristischem Poly-
nom h, zum Beispiel die Begleitmatrix von h. Dann sind die Eigenwerte von M gegeben durch
X1,...,X,. Also hat M* k € N ebenfalls n verschiedene Eigenwerte X{“, ... ,Xfi’, und MPF ist
dhnlich zu einer Diagonalmatrix C' mit Diagonaleintrigen X f, o Xk

M = D~'CD fiir eine invertierbare Matrix D.

Fiir die Spurabbildung sp : Mat,, (L) — L gilt sp(AB) = sp(BA), alsoistsp(M) = sp(D~1CD) =
sp(D~'DC) = sp(C) = Xj_o X} = py.

Mithilfe dieser Feststellung und der L-Linearitdt der Spurabbildung kénnen wir Gleichung (2.1)

umschreiben zu

k
ke = SP(Z(_l)i_lek—iMk) =
=1
k .
(k —n)er =sp(>_(—1)" 'ep_iMF). (2.2)
1=0

Wir beweisen Gleichung (2.2).
Seidazu z € L, Z = z - I (wobei I die Identitéit in Mat,, (L)).
Nach Cayley-Hamilton ist h(A) = 0, es ldsst sich also h(Z) ohne Rest durch (Z — M) teilen,

und mit Polynomdivision erhalten wir
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S (=) ey jZi = (Y = M)Z" 1+ (M — e )22+
(M? — ey M + eaM)Z" 3 4 . ..

F(M L — ey M2 pegM™ 3 — 4 (= 1) e, g DT

Wenn z kein Eigenwert von M ist, ist die Matrix (Z — M) invertierbar. Wir multiplizieren
mit (Z — M)~! und bilden auf beiden Seiten die Spur. Mit der L-Linearitit und der Gleichheit
sp(B - ZF) = 2*sp(B) erhalten wir

sp((Z — M)7'h(Z)) = 2" 1+ sp(M — e1])z""2 + sp(M? — e1 M + eaM ) 2" 3+
o sp(MP = e M2 eg MR — L (= 1) e, ) 23)

Die linke Seite ist aber genau h/(z):
Esist h(Z) = h(z)] = (z — X1) - (2 — X,,) 1.

AuBerdem sind sind z — X7, ...,z — X, die Eigenwerte von (Z — M), also sind die Eigenwerte
von (Z — M)~ !gegeben durch ﬁ, el Z_an.
Damitist sp((Z — M) 'h(Z)) = (z — X1) ... - (2 — Xp,) -sp(I - (Z — M)71)

=(Z—X1)-----(Z—Xn)-ﬁ ..... =

dies ist laut der Produktregel aber /' (z).

Da L ein Korper mit unendlich vielen Elementen ist, finden wir n Elemente, die keine Eigenwerte
von M sind. Damit liefert uns (2.3) zwei Polynome vom Grad n — 1, die an n Stellen libereinstim-

men, es gilt also die Polynomidentitét
W)= Y"1 4sp(M—er)Y" 2 +sp(M? — e M + eaM)Y" 3 4.

+sp(M™ L — ey M2 4 eaM™ 3 — .+ (=1)""Le, 1)

Vergleichen wir nun die Koeffizienten vor Y ~#~1:

Bs gilth(Y) = Y7 (=1)"7e,_; Y7, also ist der Koeffizient vor Y™ ~#~1 gleich (n—k)(—1)"es.
Damit haben wir

(n—k)(—1)*e, = sp(MF —e MF=1 4 4 (=1)Fer] = Zfzo(—l)k*iek_iMi, und wenn wir

auf beiden Seiten durch (—1)*~! teilen, ist die Behauptung bewiesen. O

Beispiel 2.12 Fiir n = 3 liefert die Newton-Girard Identitt

€1 =DP1

2e2 = (X1 + Xo + X3)* — (X7 + X3 + X3) = pf — po

3es = (X1X2 + Xo X3 + X1 X3)(X1 + Xo + X3) — (X1 + Xo + X3)(X? + X2 + X2)
+(X3 + X5 + X3)

= e2p1 — €e1p2 + €eop3
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Der Hauptsatz fiir symmetrische Polynome und die Newton-Girard Identitéit gelten insbesondere
iber Q. Damit folgt (ii).
O

2.4 SCHUR-WEYL DUALITAT

Sei nun in Theorem 1.15 E der C-Vektorraum V®", wobei V = C?. Damit ist E eine Darstellung
der Algebra C[S,,]; diese ist mit dem Satz von Maschke (Satz 1.14) halbeinfach.

Bezeichne mit A das Bild von C[S,,] in End E, dann ist A das Bild einer halbeinfachen Algebra
unter einem Algebrenhomomorphismus, also ebenfalls halbeinfach.

AuBerdem ist F' mit Definition 2.2 (ii) eine Darstellung von gl(V").

Bemerkung 2.13 Wenn d > n, ist A isomorph zu C[S,,], denn haben wir ein Element
V1®...Qvg € V& wobei vy, . . ., vg linear unabhiingig sind, ist jedes o € S, eindeutig bestimmt
durch die Wirkung von o auf v; ® ... ® vq.

Betrachten wir hingegen den Fall V' =< v > n = 2, so wirken beide Elemente der Gruppe
Sy = (id,(12)) auf das einzige Basiselement v ® v von E mit der Identitit, es ist also A im

Allgemeinen nicht isomorph zu C[S5].

Theorem 2.14 Die Algebra B = End4 E wird erzeugt durch die Elemente A, (z), z € gl(V).
Beweis. Die Algebra End 4 F enthilt genau die Abbildungen f € End V®" sodass fiir alle o € S,
gilt: 0 o f = f o o, was wir schreiben als

cofoo t=f (2.4)

Fassen wir f = >, fF ® ... ® f¥ auf als Element von (End V)*" undist v; ® ... ® v, € V&

und o € S, beliebig, so muss mit (2.4) also gelten:

(Y 0p101) @ - @ [ (vgm10)) = D 1) @ ... @ fE(vn)
k

k

= fy(0) ® .. @ f (va)
k

Als Unterraum von (End V)®" enthélt End4 E also genau die Elemente F' sodass 0.F = F fiir
alle 0 € Sy, also gilt End4 £ = ((End V)®")% Die Abbildungen A, (z) sind invariant unter

Permutation, also sind sie in End 4 &’ enthalten. Wir benutzen nun folgendes
Lemma 2.15 Sei K ein Korper der Charakteristik 0.

(1) Sei U ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber /', dann wird der Vektorraum S™U erzeugt

durch Linearkombinationen der Elemente u™,u € U.
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(ii) Sei A eine Algebra iiber K, dann wird jedes Element a ® ... ®a € A®" polynomial erzeugt
durch die Elemente A,,(a),a € A.

Damit ist Theorem 2.7 bewiesen:

Laut (i) wird S"End V erzeugt durch a”, a € End V. Betrachten wir ((End V)®")% als Vek-
torraum, folgt dann mit Lemma 2.5:

S™End V' 2 ((End V)®")5n

also wird ((End V)®")" erzeugt durch die Bilder der a” unter dem Isomorphismus

ul-...-un'—>%Zaesnug(l)(@...@uo(n),

und das sind die Elemente a ® ... ® a € (End V)®™.
Mit (ii) folgt dann die Aussage.

Beispiel 2.16 (i) Sei dim U = 2, {uj,uz} eine Basis von U, dann ist eine Basis von S3U
gegeben durch {u}, ufus, uiu3, u3}. Es sind u}, u3 bereits der Form u®, u € U; die anderen
beiden Basiselemente werden durch Linearkombinationen solcher Elemente erzeugt:
wud = F((ur + u2)® + (u1 — uz)® — 2u}) und

u2u% = %((UQ + u1)3 + (ug — u1)3 — 2u§)

(ii) Betrachte eine beliebige Algebra Aund a ® a € A ® A, dann gilt
a®a=3(a®1+1®a)? - (a>®1+1®a?)) = Ay(a)? — Ay(a?)

Beweis des Lemmas. (i) Esist S"U eine Darstellung von GL(U) mit
p(X)(uy .o up) = X(up) - ... X(uy) fir X € GL(U).

Wir zeigen im Folgenden, dass diese Darstellung irreduzibel ist; dann muss die nichtleere
Unterdarstellung < {u"|u € U} > bereits ganz S™U entsprechen, also wird jedes Element

aus S™U erzeugt durch eine Linearkombination der Elemente u".

Sei dafiir {cy, ..., ¢4} eine Basis von U, dann ist
C = {&1-...-cﬁmlgmgn,lgil<---<z’m§d,1§Ai, Z)\i:n}
i

eine Basis von S"U. Sei W eine nichtleere Unterdarstellung von GL(U). Wir zeigen, dass

W als Basis eine Teilmenge von C' haben muss, und dann, dass sich jedes beliebige Element

aus C aus jedem anderen Element durch eine Reihe von G L (U )-Operationen erzeugen lisst,

es also keine echte GL(U)-Unterdarstellung geben kann.

Seien p1, ..., ur € K paarweise verschieden und prim, und die Abblldung H e GL(U
’\m us

)
definiert durch H(c;) = pjc; fur 1 < j < d. Dann ist jedes Element ci1 C
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Eigenvektor von p(H ) zum Eigenwert [ [, <j<m ,ujjj . Also ist C eine Basis aus Eigenvektoren
zu paarweise verschiedenen Eigenwerten von p(H ), und fiir das charakteristische Polynom
X p(H) (X) gilt, dass jede Nullstelle die Vielfachheit 1 hat.

Es ist W invariant unter p(H ). Wihle eine Basis {wy,...,w;} von W und erginze sie zu

einer Basis {wi,...,wp} von S™U; in dieser Basis entspricht die Abbildung p(H) einer
A 0
Blockmatrix der Form (B C’) , wobei A eine ¢ X t-Matrix ist. Damit gilt fiir das charak-

teristische Polynom x 1y, (X) = det(A — X I):

Da p(H)|w ein Polynom vom Grad ¢t = dim(W) ist, hat p(H)|w t-viele paarweise ver-
schiedene Eigenwerte, und W enthilt zu jedem Eigenwert (mindestens) einen Eigenvektor.
Diese sind aber bis auf Skalierung eindeutig bestimmt. Eine Basis von W ist also gegeben

durch eine ¢-elementige Untermenge C' von C.

Fir1l <p,q < ksei E,, € GL(U) die (p, ¢)-Matrixeinheit, also definiert durch

Cq, D= J
Ep,q(cj) = { 0. sonst
, .

Sei ¢ € C, ¢ € C beliebig; dann lisst sich ¢ aus ¢ durch eine Reihe von p(1 + E, ,)-
Operationen erzeugen:
M cf:,j < m,dannist p(1 + E;; 4)(c) =

Sei dafiir ¢ = )

Aj

A1 ) A Am >‘j A1 Aj—t ¢ Ak
cil-...-(clj—f-cq)f-...-cim—E <t R PR
t=0
1 A - A Ay
Seic = Gl Gl und r der kleinste Index sodass ;" # ¢;".
m T

o Fall I c; # c;,.
Sei A = min {\,, A, }; dann enthilt p(1 + E; ; )(c) den Summanden

A ) =3 A
c::cg\l-...-c—.A-c/.\T)‘~ ALY
1 r 1r 1k

e Fall2 ¢; = ¢, Ar > Ay
Sei A = min {)‘7”4—17 Ar — )\T}; dann enthilt p(1 + E

i
Ak
ik :

: +1gr)(c) den Summanden

R A Argi—A
c::c;\l-...-c—’.\-c.“rl .- C
1 Ty Tr41
oFall3c;T:cir,5\r<)\r.

In diesem Fall enthilt p(1 + E; ;  )(c) den Summanden

1y 7ir+1
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é::cl’-\l-... ’\T-c-%‘r_j‘ﬁ...-c?‘m.
1 1y Tr41 m

Setze ¢ := ¢ und lasse die Reihenfolge der Faktoren unverdndert, dann erhoht sich in allen
drei Fillen die Anzahl libereinstimmender Faktoren am Anfang von c und ¢ um mindestens

1. Iterativ erhalten wir ¢, und Teil (i) ist gezeigt.

Bemerkung 2.17 e Ab der ersten Iteration ist ¢ nicht mehr notwendig geordnet,
p(1+ E, ) operiert also womoglich an mehreren Stellen. Wir kénnen aber stets Sum-
manden wihlen die alle auBler der gerade explizit betrachteten Sequenz konstant lassen.
Es miissen aber in jedem Schritt nebeneinanderstehende gleiche Faktoren zusammen-

gefasst werden.

e Wir bendtigen eine Annahme iiber die Charakteristik von K, da bei endlicher Charak-
teristik moglicherweise Summanden von p(1+ E, ,) wegfallen. So gilt beispielsweise,
falls char(K) =n = 2:

Es ist < {u2|u ceU } > eine echte Unterdarstellung von S?U, denn sei B € GL(U)
beliebig, u € U, und ist B(u) = 11 + ... + Bacq, dann gilt

p(B)(uQ) =l +...+ 5dcd)2 = 6%0% + . cfl + Z 2(B8i + Bj)cicj -
1<i<j<d :'0

(ii) Der zweite Teil des Lemmas ergibt sich aus Abschnitt 2.3. Sei wieder X = (X,...,X,),
dann ist das Polynom f(X) = Xj - ...- X,, offensichtlich symmetrisch, also finden wir mit
Satz 2.10 ein Polynom P € Q[X] sodass

P(pl(X),...,pn(X)) =X1-...- Xp.

SetzeXi:1®...®1® a RIR---® 1.
i—te Stelle

Dann ist Ay (o) = X] + ...+ X3 = pj(X1,..., X,), also ist
P(Ay(a),...,Ap(@)=X1-...- X, =
a®1®...01-...-1®..01Qa=a®...Qa

Wir halten also fest:

Satz 2.18 (Schur-Weyl Dualitiit fiir gi(V"))

(i) Das Bild A von C[S,] in End V®" und die durch die Elemente A, (z), > € End V erzeugte

Unteralgebra B von End V®" sind Zentralisatoren voneinander.

(ii) Esist B halbeinfach, und V®" eine halbeinfache Darstellung von B.
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(iii) Als Darstellung von A ® B zerfillt V™ in
i

wobei V; iiber alle irreduziblen Darstellungen von .S, lduft, und L; paarweise verschiedene

irreduzible Darstellungen von B sind, oder 0.
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